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Abstract. We consider the embedding problem of a nilpotent Lie algebra into a
stratified one; we construct all nilpotent Liealgebrasofdimension <7 having a
fixed Lie algebra of codimension 1, and we get among other results, a new classi-
fication of 6-dimensional nilpotent Lie algebras. This study has applications on the
analysis of deformations of the internal space of 11 dimensional Kaluza-Klein
theories (non abelian theories) and in 11-dimensional supergravity.

Resumé. On étudie le probléeme du plongement d'une algébre de Lie nilpotente dans
une algebre de Lie nilpotente stratifiée minimale; on construit toutes les algebres de
Lie nilpotentes de dimension < 7 contenant une algébre nilpotente fixée de codi-
mension 1, et l'on obtient entre autres une nouvelle classification des algebres de
Lie nilpotentes de dimension 6. Cette étude a des applications dans l'analyse de
déformations de l'espace interne des théories de Kaluza-Klein de dimension 11
{théories non abéliennes) et en supergravité de dimension 11.

INTRODUCTION

La classification des algébres de Lie nilpotentes de dimension finie est un
probleme a ce jour non résolu et qui présente d’intéressantes applications &
d’autres théories, par exemple les algebres de Kac-Moody [10].

La dimension 7 joue un rdle particulier, car c’est la plus petite dimension
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ou apparaissent divers phénomenes: de classification (séries continues d’algébres
non-isomorphes), de structure (existence d’idéaux abéliens maximaux de diffé-
rentes dimensions), ou liés a la notion d’algébre nilpotente stratifiée.

Cette notion a été introduite récemment par divers auteurs, soit comme défor-
mation du cas abélien IR” pour I’Analyse Harmonique [4], soit comme hypothése
technique dans certains problémes d’analyticité jointe et séparée pour les repré-
sentations des groupes de Lie nilpotents [2]. Dans ce dernier cas, le résultat
obtenu est le suivant: pour une algébre de Lie g nilpotente stratifiée engendrée par
X,
simplement connexe d’algebre de Lie g, ¢ €3 est un vecteur analytique pour

- ,Xp et (m, an) représentation unitaire continue du groupe de Lie connexe

7 si et seulement si p est un vecteur C™ qui vérifie pour un C> 0
| d7r(Xil) d‘rr(Xl.' Jp[|<<C"n! VYneN,Vi, .., i, 1<i, .. <p,
0

ou dr est la représentation dérivée de g.

Ce résultat demeure valable pour les algébres nilpotentes non stratifiées, car il
est bien connu que toute algébre de Lie nilpotente de longeur » & p générateurs
est quotient d’une algébre de Lie stratifiée: I’algébre de Lie nilpotente de longueur
r libre a p générateurs; mais d’autres méthodes permettent d’éliminer totalement
I’hypothése de stratification.

De ce fait, il semble intéressant d’étudier les relations entre algébres stratifiées
et non-stratifiées, et un probléme naturel est celui du plongement d’une algébre
de Lie nilpotente dans une algébre stratifiée «minimale».

Mais la dimension 7 joue aussi un role majeur en physique contemporaine.

En théorie de Kaluza-Klein généralisée, on considére une variété fibrée sur
Pespace-temps physique (ou une variété produit) dont la fibre-type est une
variété dite «espace interne»; sur ’espace interne doit opérer le groupe de grande
unification (forte-électrofaible) SU(3) x SU(2) x U(1). Le dimension minimale
d’une variété sur laquelle opére ce groupe est 4 + 2+ 1 = 7 et I'espace interne
est pris comme variété de groupe abélien de dimension 7, en général compact,
ce qui aboutit 4 une théorie de Kaluza-Klein de dimension 11.

De maniére analogue au passage de la mécanique classique a la mécanique
quantique du cas nilpotent, et dans 'esprit de la théorie desstar-produits. nous
nous sommes demandé¢ s’il était possible de substituer par déformations minima-
les, 4 ’espace interne précédent une variété de groupe nilpotent de dimension 7.
Le probléme conduit naturellement aux questions suivantes 1) classifier toutes
les algébres de Lie nilpotentes de dimension 7; 2) déterminer les groupes pouvant
opérer sur les algébres de maniére cohérente.

L’analyse de supergravité en dimension 11 conduit a des études analogues.
On voit 'importance, mathématique et physique, de la dimension 7 pour les
algébres de Lie nilpotentes. Nous donnons ici une étude préliminaire, mais qui
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nous semble résoudre, dans ce contexte, des problémes mathématiques naturels
ouverts.

Le probléeme du plongement stratifié peut étre formulé de deux facons diffé-
rentes et dans les deux cas il existe toujours une solution. Mais nous donnons
des exemples ou il existe plusieurs solutions non isomorphes.et méme, en dimen-
sion 7, un infinité continue de telles solutions.

Nous sommes aussi conduits & essayer de classifier les algebres de Lie nilpoten-
tes de dimension n + 1, contenant, a isomorphisme prés, une algébre de Lie
nilpotente fixée de dimension n. Nous introduisons pour cela la méthode des
dérivations nilpotentes, la difficulté étant la séparation des séries obtenues en
classes de solutions non isomorphes. En dimension 6, on obtient une classification
plus fine que la classification de Morosov [8). En dimension 7, on détermine
toutes les algebres de Lie nilpotentes contenant une algébre donnée de dimension
6, par des séries comportant des parametres réels arbitraires; certaines séries
comprennent une infinité d’algébres, d’autres un nombre fini. La séparation
qui a pu étre effectuée dans un certain nombre de cas montre que la classification
annoncée dans [9] est certainement incompléte.

Le corps de base est ici IR.

1. ALGEBRES DE LIE STRATIFIEES

Soit g une algébre de Lie nilpotente de dimension finie de longueur r, i.e.
€'g#0, € lg=0 ou (%”g)z,21 désigne la série centrale descendante. La
suite des n; = dim €'g —dim €** g, 1<i<r, sera appelée la graduation de
g. On dira qu’un sous-espace vectoriel g, de g engendre g comme algébre de Lie
sig=g,+...+g, oug; est défini inductivement pouri > 2 parg; =[g,,9;_,]
g est dite stratifiée s’il existe un sous-espace vectoriel g, de g tel que g =g, ®
®...®g,. L'existence d’un sous-espace g, tel que la somme g=g,+...+g,
ne soit pas directe n’implique nullement que g ne soit pas stratifiée, comme le
montre ’exemple suivant de dimension 7, plus petite dimension ou ce cas se
produit: g a pour base (X;} 1 <i <7 avec les relations de commutation suivantes:

[X, X0 =X, + X0 (X, X,)= X, — X +2X,, [X,, X,]=1X,

(X, Xj1= X, [X, X=X [X, X,]=X, [X, X,] =X,

Si g,=RX,®RX,® RX,, la somme g, + g,+ g, n’est pas directe. mais g{ =
=RX ¢R(X,+ X))o RX, esttelqueg =g, ¢g,®g,
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2. CLASSIFICATION DE MOROSOV DES ALGEBRES NILPOTENTES DE
DIMENSION <6

La classification de Morosov [8] est basée sur la plus grande dimension 2 d’un

idéal abélien maximal: on a toujours 2m>=V 1+ 8dimg—1. Les algébres
nilpotentes de dimension <5 avaient déja été classées par d’autres méthodes
dans [3]. Par ailleurs, dans [11] a été introduite une méthode qui permet en
théorie de classifier toutes les algébres nilpotentes de dimension n + 1 connaissant
celles de dimension <7 et leurs groupes d’automorphismes. Les objets classifiants
sont alors la dimension k& du centre % de g et certaines orbites dans ’ensemble de
tous les sous-espaces de dimension k du second groupe de cohomologie de g/ .
pour I'action canonique du groupe des automorphismes de g/, . Cette méthode
n’a été appliquée qu’en dimension 6, redonnant la classification de Morosov;
le calcul des orbites présentant des difficultés, elle ne semble pas pouvoir étre
actuellement utilisée pour la classification des algébres de dimension 7. Mention-
nons aussi quelques procédures sur ordinateur [7].

On donne dans le tableau 1 les commutateurs # 0, et entre parenthéses les
dimensions de la série centrale descendante.

Tableau 1

Dimension 1

g,. algébre abélienne @8]

Dimension 2

(g)*=g9,xg, (2)

Dimension 3

(g? (3)
no[X, X,1=X, 3,1
Dimension 4

(g (4)
nxg, 4. 1)

g, [X, X, )= X5 [X, X;]1 =X, (4.2.1)
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Dimension 5

(g)° (5)
nx(g)? (5,1)
9,%9, (5,2, D
syt Dy x,d = xg, [x5%,] = xg 5,10

Gs, X x50 =x,, [xp x3) = x4 (5,2)
53 [xl, x2] =X, [xl, x3] =X, [xz, xS] =X, 5,2,
54 [xl, xz] = Xy, [xl, x3] = X,, [xz, x3] =X (5,3,2)
ss: [xl, x2] =X, [xl, x3] =X, [xl, x4] =X, (5,3,2, D

956  [xp X5 = x5 [xp x5)=x,, [x, x J=xg [x,, x;]=x5 (53,2, 1)

Dimension 6

produits directs. (10) : (¢ )%, n x n,n x (g )3, g4 x (g% g, x g5, (1<i<6)
Autres. (22):

m=35

2)

X, X1 = Xy [X), X,1= X, [X,, X=X, (6,3, 1)

[X1~X2]=X3: [X15X3]=X4~ [X15X4]=X5’ [XI’X5]=X6 (654’3’231)

m=4

3)

4)
5)

6)
7
8)
9

Centre de dim 3

X, X, = X X, X)) = X, [X, X;]= X, (6,3)
Centre de dim 2
[XI,X2]=X5, [XI‘X3]=X6’ [Xz’X4]=X6 6, 2)

[Xls X3]=X55 [Xl‘ X4]:X6- [X23 X4]=X5’ [sz X3]=7X6

(y+0,0a?) (6,2)

X, X, = X, [X, X, = X, [X, X,]= X, (X, Xj]=X, (6.3, 1)
X, X=X, X, X,)=X,, (X, X;] = X, (6.3. 1)
X, X, = X, + X [X. X1 =X, (X, X=X, (6.3,2)

(X, X0 =Xp (X X=X, [X;, X] =X, [X,, X;]=X, (6.3,2)

6
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10)

1D

12)

13)

14)

15)

16)

17)
18)

19)

20)

L. MAGNIN

[Xp Xo) = X5 (X Xo) =X [X), X )= X [X X = X,

[X, X1 =vX; (v #0,a?

(X, X,] =X, (X, X,)=X,, (X, X,)= X, [X,,X,] =X

Centre de dim 1

X, Xl=X, [X, X=X, [X,X]=X

6

(X, X)) =X, X, X=X, [X.X,]=X, (X X]=X

X, X1 =X, [X,X])=X. [X,X;)=X,. [X, X} =vX,

(v#0)

(X, X¢l= X

6

6

[X13X3] :X4: [Xl’ X4] =X5’ [X13X5] :X@ [X29X3] :XS’

(X, X1 =X

[X), Xo) =X, X}, Xyl = X,
(X, X)) =X,, [X, X;]1=X,
Xy Xl =vX, (v#0)

X, X,]=X, (X, X,]=X,

[X2’X3] =X6

(X, X,]= X, [X, X, =X,
[Xzs X3] =X5’ [XZ;X4] :X6

m=23

2D

22)

[X), Xpl =Xy Xy, Xl = X,

(X, X,] =X,

(X, X,) = Xy [Xy X,] =X,

Remarque

[X,, X,] = X,

(X, X,] = X,

(X, X, =X

50

(X, X,) = X, X, X,]= X,

[X, X, = X,, [X,, X

N

=X

[X17X5] :XG’ [X2’ X3] =X4~

(6,3.2)
(6,4,3,

(6,2, 1)
(6,3.1)

6.3.1)

(6,3,2, 1)

(6,3,2,1)

(6,3,2,1)

(6.4,3, 1)

(6,4,3,2. 1)

(6,4,3,2, 1)

(6,4,3,2, 1)

(6,4,3,2,1)

1) Iy a 2 types 14 et 2 types 18 non isomorphes (v = + 1) mais un seul type
5 et un seul type 10 (y = — 1):si 'on pose v = 1 dans les relations de commuta-
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tion du type 10, on obtient le type 8 avec X; =X, —X,, X, =X, +X,, X;=
=X,—X, X; = 2(X;— Xy, XS' =X+ X, XG' =2(X;+ X,), et de méme
avec le type 5 on obtient n x n. .

2) Les idéaux abéliens d’une algébre de Lie de dimension <6 ont tous la
méme dimension. On verra qu’il n’en est pas de méme en dimension 7.

3) Les algébres de Lie nilpotentes non stratifiées de dimension <5 sont
53 et g4 ot celles de dimension 6 sont g, x 953 9y X g et les types 6, 8, 10,
12,15,16, 17,19, 20, 22.

3. PROBLEME DE STRATIFICATION

3.1. Soit g une algebre de Lie nilpotente de longueur r et ¥ un supplémentaire
de €™ !g dans €"g (1 <n<r).Onag = nezarl V.. Soit §, = nél t”ian(tE R),
H, Tensemble des fonctions f polynomiales de degré n sur g, ie. fod,=1"f
VieR, et P, = & H,. Lalgébre de Lie g des champs de vecteurs T a coeffi-

. cients polynomiaux sur g (i.e. dérivations de ’algébre P des fonctions polynomiales
sur g) tels que TP CP _, VYn (1<n<r) est une algébre de Lie nilpotente
stratifiée de longueur ret I’ apphcat1on ¢ : g = ¢ définie par:

d
(np(X)f)(Y)=[;f(H(*tX, Y))] vfeP

t=0
ou H (., .) désigne la série de Hausdorff, est un homomorphisme injectif de g

dans § [6]. § ne dépendant que de la graduation de g, toute algébre de Lie nil-
potente de méme graduation que ¢ est isomorphe 2 une sous-algébre de §.

Exemple

§5 ¢ est 'algebre de Lie stratifiée de dimension 26 engendrée par

0 ] d d 0 d 0
— B E — LEDE— LEE — ()P
o, op, ok 7, 9k, ok, a,

9 0 , 0 , 0 5 0
b or () @y £, (8> i (&) T

0 0 ]
£ & — o, &, 23625 &y a% et’'ona
0 1 0 1 1 0

(X)) =— a—gl —'2—52 ot +(E 5152—353);{4 +
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1 1 0
+ F (5153 + (52)2)) 84) N

o)

2 ok,

0 1 d 1 , 0 1 1 d

pX)=—— + —§ — — — (§)" — —(—EE+—E)——
? ok, 2 tag, 12 U oag, W12 7P 27 g,

) 1 d 1 1 R 9
*p(X3):_ - +_El — + "E‘)" _(E)h) -

ok, 2 toag, 27 12 U g

0 1 0
tP(X4):—' — +:£1 -

ok, 2 655

]
¢(X5):~ _

o,
ou (‘g’l.)1 <i<s sont les coordonnées sur la base (X)) < i<s de g5 ayant les rela-

. ] 0

tions de commutation données dans le tableau 1. Dans 956 ‘;’4 E , 5{1 +

+ El g + *‘;’3 E engendre une sous-algébre isomorphe a 95 seule algébre
3 4

de dimension 5 ayant méme graduation que Ise

3.2. Une algébre de Lie nilpotente g de longueur r étant fixée, on peut donc
poser les 2 questions suivantes:

1) Y-a-t'il une unique algébre de la olus petite dimension parmi les algébres
nilpotentes stratifiées de longueur r contenant a isomorphisme prés toutes les
algébres nilpotentes de méme graduation que g?

2) Y-a-t’il une unique algébre de la plus petite dimension parmi les algébres
nilpotentes stratifiées, non nécessairement de longueur r, qui contiennent a
isomorphisme prés g?

4. METHODE DES DERIVATIONS NILPOTENTES

4.1. Les questions ci-dessus ménent au probléme suivant: étant donné une
algébre de Lie nilpotente de dimension n, déterminer touteslesalgébresde Lie
nilpotentes de dimension » + 1 qui la contiennent a isomorphisme pres.

LEMME 1. Soit g une algébre de Lie nilpotente et & une dérivation nilpotente
de g. Alors, pour tout X €g, 6 + ad X est nilpotente et le produit semi-direct
g, = IR8 ® g est une algébre de Lie nilpotente.
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Démonstration. Pour Yeg, (8 +adX)(Y)=Z2ZC, avec C =[X, X[ ..
X, X1..0, X;=XouYous’Xous”y o0<j<i,

i_
1
n=i+) v
i=0

de sorte que si 8" = 0 et si r désigne la longueur de g, (6 + ad X)" =0 Vn > (N +
+Dr—1. =

Toute sous-algébre de codimension 1 d’une algébre de Lie nilpotente étant un
idéal, on peut ainsi obtenir a partir d’une algébre de Lie nilpotente de dimension
n toutes les algebres de Lie de dimension 7 + 1 qui la contiennent & isomorphisme
prés, d’ol la détermination de toutes les algébres de Lie nilpotentes de dimension
n + 1 a partir de celles de dimension n. Un point délicat est la séparation en types
non-isomorphes des séries obtenues. A ce sujet, on a le résultat partiel suivant,
qu’on utilisera implicitement dans la suite, et dont nous omettons la démonstra-
tion.

LEMME 2. Soit g une algébre de Lie nilpotente et 8, §' deux dérivations nilpo-
tentes de g. Ilexiste unisomorphisme de l'algébre de Lie §5 = IR& @ g sur l'algébre
de Lie §,. = IR8' ®g laissant g stable si et seulement si il existe un automor-
phisme pde g et k € IR\{0}tels que §' = k o1 8 p mod ad (g).

4.2. Algeébres nilpotentes de dimension < 5

42.1. Dimension 3: La seule algébre de Lie nilpotente de dimension 2 étant

0 0
(gl)z, on peut supposer 6§ =0 ou 6 = ( X 0), d’ou respectivement (91)3 ou nu.

4.22. Dimension 4: Types issus de (g )2 : (g )" nx g, g,

Types issus de n:si § # 0, on peut supposer § =

O = O
o O O

0

0 | (avec [Xsz] =
0

= X,) d’ou g,

4.2.3. Dimension 5. On détermine les types autres que les produits directs.
Types issus de (91)4: la suite des invariants de similitude de 8 étant (5) ou
(3, 2), on obtient gs50ugs,.
Types issus de nxg,: dans la base (X)), ;.4 [X;,X,]=2X, on a 6=
A 0
0 0 + |, A matrice 2 x 2 nilpotente, o, 8,y € IR. On obtient les algébres
g 0 O
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suivantes: 1/ A =0 1) a=08=0, 7:1:95,1; i) a:1,6=0:g52pour v =0.

0 . .
1o ,dou:g5~4 si B+ 0,

gs3 pour y=1. 2/ A+ 0. On peut supposer 4 = (

7=O;gS,GSiﬁqéO,’yq&O;gs‘BSiB:0.

0 O
a 0 0

Types issus de g, ona 6= 0 0 , o, BEIR, done §5 contient une sous-
o g 9

-algeébre isomorphe a (91)4 ou n x g, et les types sont déja obtenus.

Tableau 2
Algébre de dimension 4 Algebres de dimension 5 la contenant a
isomorphisme preés
(g (9% 955 9sp (@)% xn, g, xg,
nxg, nx(g)% gyxgy Gs; i#5
g4 g4xg1; g5jj:3a5?6

4.3. Algeébres nilpotentes de dimension 6

On détermine, a partir des algébres de dimension 5, les types d’isomorphismes
d’algébres de dimension 6 autres que les produits directs. § désigne toujours
une dérivation nilpotente de I'algébre de dimension 5 considérée, modulo une
dérivation intérieure et un facteur réel # 0.

4.3.1. Typesissusde (9,)°
La suite des invariants de similitude de & étant (S) ou (3, 2) on obtient les types

2 et 1 de Morozov.

4.3.2. Types issus de n x (91)2

0 0 0
4 90 0
Dans la base (ei)h< i< s AVEC [el, ez] = e, 0ona 6= o« v 0 avec
B
g A 0
0 0 u v O

A, B nilpotentes, o, 8, v, A\, u, v € R.
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La discussion se raméne aux cas suivants:

ler cas: B=0. 1/ A=01) g =v»=0: on peut supposer a«=1,v=0,8=0.
A=1, dou le type 3 de Mozorov. ii) u=1,v=0:six=vy =0, pour § =0 on
peut supposer A = 1 d’ol le type 4, et pour 8 = 1, on retrouve le type 4;sia = 1

0 1
et v = 0, on peut supposer A # 0 d’ol le type 6. 2/ A = (0 0). On peut sup-

poseru=1,v=0aveca=vy=0,8#0oua=0,v+#0,8+# 0 qui donnent tous
deux le type 9.

1
2eme cas: B = (0 0). l/u=v=0, a=v=0,1i) A=0: on peut supposer

0 1
B=1,x=0 d’ou le type 7. ii)A=(0 0):si6=0, on ale type 7 pour A =0

et 8 pour A = 1;si 80, on peut supposer A =Qetf=1douletypell. 2/ u=
=0, 7 =1 redonne les types 7, 8, 11. 3/ u=1,v=0,a=vy=0.i) A = 0 donne

0 1
les types 12 et 17 suivant que § et A sont tous deux nuls ou non. i) 4 = ( 0 0) :

siB=A=0o0naletype 13,si =0, A#0 le type 15 et si 3+#0 le type 19.

4.3.3. Typesissusde g4x g,

On a ici [e, ez] =e,, [el, e3] =e,et

0 0 0 0 O
a 0 0 0 0
6=l0 0 0 0 O
0O u 0 0 v
¥y 0 0 O

Si v =0, la sous-algébre a de §a de base (8, e, 2<i<5) est isomorphe a n x
X (91)2 ou (g])s. Les types correspondants sont donc déja connus et la forme de
ad (e,) montre qu’il s’agit de types 6, 7, 8, 11, 1 et 2. On peut donc supposer
v=1letu=0 SiAs#0,v=0 on ale type 14 pour =0 et le type 18 pour
a=1;siA=0,a=nx (gl)z, les types sont connus et il s’agit des types 7, 11,
12 et 13,

4.3.4. Typesissusdegs ;

On a ici [el, 82] = [e3, e4] = e,
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6= A ou A est nilpotente de la forme | ------ B

© O © OO

‘0 0 00
Tr (X)=Tr(Y)= 0. On prend une base B’ =(e/. 1 <i<4)ou A alaforme de
Jordan.

01 0 O
0 01 0 .
1/ dim (KerA)=1. Dans @', 4 = -On a e, e]=qa; e
0 0 0 1
0 0 0 0
1<i, j<4. Les seuls o non nécessairement nuls sont ,,, &, et o, = —a,,.
Le seul cas possible est @,,% 0 qui se rameéne & o, = — 1, a;, = O et donne le
type 21.
2/ dim (Ker A) = 2. La suite des invariants de similitude de A étant nécessaire-
01 0 O
0 0 0 0
ment (2,2),onadans ' 4 = 00 o 11/ ¢t les relations
0 0 0 O
le), e)) =aey, leje)=Be;, leye;)=—Pe, [e)el=rves. [ege]=nNe

! ’ '

avec aA 9&[32. Si a = 1 la sous-algébre de Eb de base (6, €, €, €5, es,) est isomor-
phe 4 g, x g, donc le type est connu et c’est le type 14_,; si & = 0 on peut sup-
poser 8 = 1 et I’on retrouve de fagon analogue le type 14 -

3/ dim (Ker A) = 3. De fagon analogue au cas précédent, on retrouve le type
12 en utilisant une sous-algébre isomorphe 4 n x (gl)z.

4.3.5. Typesissusde gs 5

Dans ce cas, [el, e,] = e, [el, el=¢,le,e]= €.

0 0 0 0 O
a 0 0 0 O
=10 0 0 0 O o, B, yeR.
08 0 0 O
0 v g 0 O

Sif=y=0o0uf=0et y+#0, §b contient une sous-algébre isomorphe a (gl)5
ou n x (91)2 et I’on retrouve les types 1, 2. 17 et 19..Supposons donc § = 1.
1/ = 0. Notons §7 au lieu de §b. §0 est le type 16. Pour v # 0, il n’existe
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pas d’isomorphisme de §0 sur 57 laissant stable g, mais il en existe ne laissant pas
stable g, par exemple celui défini par la matrice

y
2

Y
000 — 10
2
2
0 0 0 — 0 1
2

dans les bases respectives (6, (e;)) de §0 et §7. 2/ Si oo =1, la matrice ci-dessus
raméne 4 v = 0, i.e. au type 20.

4.3.6. Typesissusde g5 >

Dans ce cas, [el, e,l=e, le,. e3] = e et

0 0 00 0
o A 0 0
6=1 8 0 0 | . A matrice 2 x 2 nilpotente.
0 0 0% A
0 A n

lercas:A=0.siA=0ousiA=1ety=0, 66 contient un produit direct de
dimension 5 donc les types sont connus et il s’agit des types 1. 4,6, 7, 8 et 9.
Supposons donc A=1et y# 0. i) a=8=0:pouru=0on a le type 5siy<O0
et n xn si y> 0; prenons alors 4 = ] et notons 5(7’“) au lieu de §b: il existe un
isomorphisme ¥ :§(7,‘0)—> §(%1) dont la matrice dans les bases respectives (8, (¢,))

- N . o . 1
de g o, €t g, est triangulaire si et seulement si v+ — 7 et ’on peut alors

1
prendre ¥’ = + 1 ol + = sgn ('y + Z)avec pour matrice de ¥:
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£
-— 1 0 0 0 o
2
vE
00 — 0 0 0
0
£
O 0 — 1 0 0
29
vE
0 0 0 0 — 0
0
£
00 0 0 — 1
2y

1 . 1
Pour y # — —4—’ on est ainsi ramené A u =0, y=+1. Pour y=— Z— ,on aun
isomorphisme de §(0, p) Sur §(7 H laissant g stable par la matrice

1 00 0 0 O

0 00 0O 0 1

On est donc ramené dans ce cas a vy = 0 avec le type 4.

i) a2 + B2 0.

On a une algébre de graduation (3, 2, 1) si 27 = a(a + fu) et de graduation
(3, 1, 2) sinon. Dans le premier cas, la sous-algébre de base (8, e, oe, + Be3,
€, €;) est isomorphe a g, x g, et en examinant l'action de ae;—fe, on a les
types 1, 6 et 7. Supposons donc 27 5= a(« + fu) et notons g(m, 5. vy AU lieu de g,.
Tro_1.0 €St letype 10, et § o est le type 8 déja obtenu. Si p2+ 4y #0,
la matrice

diag (T, M, M)
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‘ (E 0) o By &+ an

=) Mzes(ﬁ £(a+ Bu) + Bn

n=l—— €=—sgn(u’+47)
V|#2+4'y|

£ racine commune aux 2 équations & I'inconnue X € IR:
YX2 o+ Bu) + 28y Xn+a(n®+e)=0
X2By + u(a+ Bw) + 2Xn(a + Bu) + B(n’+€) =0

représente, dans les bases correspondantes (6, (ei)), un isomorphisme de §(L0’_ L0)
sur G, 5., Dour U2+ 4y <0, et de F 1010 SUr §(a’ﬁ‘7,u) pour %+ 4v >0,
laissant stable s

Si w2+ 4y =0, on obtient de facon analogue un isomorphisme de 5(1,0,0,0)
sur §(w, 1) donc on est ramené a y = 0 avec le type 9.

0 0 -
Déme cas: A = (1 0). Si y#0, ou y=0 et p+#0, g, contient g5 5 ou

g, x g, donc les types sont connus et il s’agit des types 16,20, 14,18.Siy=u =
=0, §, contient g, pour &= Q et I'on retrouve le type 14_,, et pour « =1 on

obtient le type 18_1.
4.3.7. Typesissusde g5 ¢

Dans ce cas: [el’ 32] = 83, [el’ 63] = 847 [el’ e4] = e5’ [ezs 83] = es

0 0 0 0 O
a 0 0 0 0
=10 0 0 0 O o, B, yeR.
0 8 0 00
0O v 8 a O

La sous-algébre de g, de base (8,(e,) 2<i<5) est isomorphe a n x (91)2 si
B=a=0, 951 sifp=0eta=1,g,,sif=1eta=0, et I'on retrouve les types
15,21, 16. Supposons donc § = 1, o+ 0. Alors la matrice

1 ! 0 0 0 0
0 1 0 © 0 0
0 0 ol 0 0 0
—a i(l4+ay) O 0 ot 0 0
0 0 0 a?2 a«l! 0
0 0 0 0 a? a2
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représente un isomorphisme de g, sur le type 22 dans leurs bases respectives
(5, (e;)) et (Xl, e, Xe)'

4.3.8. Typesissus de g 4

leejl=e,le e)=e,[e)e;]=e

0 0 0 0 0O
xa 0 B 0 O
=|~ O 0O 0 O a B, v, \ER
0 » 0 0 O
0 A 0 a O

1) a=4=0. Si A=0. la sous-algébre de §5 de base ("1' [ o, e,) est
isomorphe a n x (91)2 et I'action de e, montre qu’on a le type 13, dont les rela-
tions de commutation sont
avec le plongement de g, , défini par:

e]=—X2, e2:X4, e3=X1, e4:X5, e5=—X6.

Si A=1, la sous-algébre de base (e,,d + e, €, €,, €,) est isomorphe 4 g, x g,

et si = 0 on a en posant

Xy=e, X,=8 Xy=b+e, X,=

le type 14 de relation de commutation

X, X,)=X,, X, X,] =X, [X,X;]=X, [X, X[} =pX,
avec le plongement de 953 défini par

X e;=X;—X,. e=X eo=X.

1

g >

Si A=1 et 8 =0, la sous-algébre de base (5, €, €€+ 1) e4) =pnx (91)2 donne
le type 12.

2y y=0, a= 1. Si A = 0, les sous-algébres (—{3e1 + e ) —e. €, Be €)=

e, ) ou (—§& — e, §— €€, €, 2e5, e,+ e4) isomorphes 4 g, x g, pour

B+ 0, et =0 respectivement conduisent au type 14_,. Si A+ 0, pour # 0

1
la sous-algébre (6 e,e;+ — X —el),ﬁe2 ﬁ)\es, 4)_g4xg1 donne les
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types 14 si AB= 1, et 13 si AB=1; et pour § =0, la sous-algébre | §, e1—6 —

e
—Ne,, e,,Neg, e, — Tz =g, x g, redonne le type 14_,.

3) v#£0, a=1. Si g+#0, {8, e3} engendre une sous-algeébre isomorphe &
g5 ¢ qui donne le type 22. Si B =0, {e,, e, —d } engendre une sous-algébre iso-
morphe 4 g, si A=0 et g, si A# 0, d’ol respectivement les types 16 et 22.

4) y#0, a=0. Si §+0, {6 — e,, €, } engendre une sous-algebre isomorphe
a g, donnant le type 22, et si =0, (3, ¢, €, €,, ) =g, , donne le type 16.

4.3.9. Typesissusde g5 4

le, el =e5 e, e5]=¢,, [e, e;]=¢

0 0 O
A
0 0 O
6=] 0 0 0 0 O
0
a f A
vy 0 O

avec o, 8, v € IR, A matrice 2 x 2 nilpotente.

Soit, dans §5, a la sous-algébre de base (9, €, €5 €, es). SiAd=0, a=nx
X (91)2 pour =0 et a = g5, pour B# 0 et I'on retrouve les types 8,9 et 10.
0

0
Si A # 0, on peut supposer 4 = (1 0

), a=gg, oua=g;, etlon retrouve

les types 21 et 22.

4.3.10. Les résultats obtenus sont rassemblés dans le tableau suivant:

Tableau 3
Algebre de Algébres de dimension 6 la contenant
dimension 5
g,)* L2, (g% nx(g)’, g,x(g)% g¢,xg5; (=2,
nx(@)?  3,467,8911,12,13,1517,19, nx () nxn,

(! R (gl)za 9,1%9s; (G+#35)

g,% 9, 1,2,6,7,11,12,13,14,18, (g)*x g, 9,%x g5, (/=3,5,6)



136 L. MAGNIN

Algébre de Algeébres de dimension 6 la contenant
dimension 5

s, 1, 2, 7, 12, 14_1, 21, nxn, g,%gs,

9ss L, 2, 16, 17, 19, 20, g,xgs,

9s, 1,4,56,7,8 9,10, 14, 16, 18, 20, nxn, g, xg,,
s 15, 16, 21, 2_52, 9,% G5

953 12, 13, 14, 16, 22, g,xq,

Is4 8, 9, 10, 21, 22, g ,xgg,

On a souligné ~ les types de Morosov a leur premiére apparition dans la lecture
du tableau 3.

4.4. 1l n’existe qu’une seule algébre stratifiée de dimension 6 contenant s 6
4 savoir le type 21. En revanche, gs 3 est contenue dans les 3 types stratifiés
13, 14,, 14_,, qui contiennent aussi I'unique algébre de dimension 5 gy x4,
ayant méme graduation que 53

La solution des problémes formulés en 3.2 n’est donc pas unique.

5. RESULTATS EN DIMENSION 7

5.1. On détermine ici pour chaque algébre de dimension 6 nilpotente la série
des algébres nilpotentes de dimension 7 (autres que les produits directs) la con-
tenant 3 isomorphisme prés, au moyen de relations de commutation dépendant
de paramétres réels arbitraires.

I1 suffit pour cela de donner la forme que 'on peut supposer d’aprés le lemme
2 pour une dérivation nilpotente. Les résultats sont donnés par le Tableau 4.
On notera que ce probléme n’est pas résolu par la classification de [9] basée sur
la méthode de Morosov.

5.2. Exemples

52.1. Dans le cas n x n, la séparation en types non-isomorphes conduit aux
8 algébres non-isomorphes suivantes (on indique entre parenthéses les dimensions
de la série centrale descendante).

() (X, X, =X, (X, X=X, (X, X=X, (7,2)
() [X, X,)=X, X, X]=X, (X, X,]=X, [X,X]=X, (7.2
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Ces 2 algébres contiennent chacune les idéaux abéliens maximaux { X » X 2 X v

X, X7}et{X33 X, Xg X7} de dimension 5 et 4.
Gi) [X, X)) = X5 (X, X))= X, (X, X;1=X,, (X, X,]=X,
(V) (X, X0 =X, (X, X0 =X, [X, X] =X (X, X;]=X,,
Xy X1 =X,
W) X, X,) =X, X, X=X, [X, X, =X, [X, X=X,
i) X X0 =Xy (X, X=X, (X, X,) =X, [X, X=X,
Xy X5l =Xg [X, Xl =X,
(i) (X, X,) =X, (X, X0 =X, (X, X=X, [X, X;]=X,,
[X, X1= X,
(i) [X,, X=X, (X, X=X, (X, X,]= X, [X, X,] =X,

(1,3,2)

(7,3,2)
(7,3,

(7,4, 2)

(7,4,2)
(7,4,2)

Les algébres (i), (v) et (viii) ne figurent pas dans la classification de [9] et ne

sont pas des produits directs.
5.2.2. Avec g, x g, on obtient en particulier la famille gfl) (teR):
[X), X3] = X [X,, X,] = X,

(7,4, 1)

d’algébres stratifiées deux a deux non-isomorphes. On a donc 'exemple d’une
algébre non stratifiée de dimension 6 qui se plonge dans une infinité d’algébres

stratifiées de dimension 7 non-isomorphes.

5.2.3.

a) Avec le type 6, les relations de commutation du produit semi-direct

g(a,b,c,a,g,n,)\’#) sont:
[X]:Xz] =aX3+ bX4+aX5+nX7
[X). X3) = X+ A X,
[Xl, X4] :CX3"‘GX5+/JX7
[X,X]=cX,

[Xls X7] = (ﬁ_b)XG

X, X,] = X, [X, X=X, [Xp X,) =X, [X X=X,
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Tableau 4. Sauf mention contraire, les relations de commutation sont celles du tableau 1 (La base étant canonique dans le cas des produits directs)
000000 000000 000000 000000 0 0 :
100000 100000 100000 100000 1 0 | 0

0" 010000} 010000 foroooo)joooooo - -(’_“‘;_15“‘;“5.7—"5;“5;
001000 001000 000000 001000 1 f. 8 10 P
000100 000000 000100 000000 525520
000010 000010 000010 000010 g & |0

00 0
a0 0 0
000 000 0 0 o nxn
A=0, |1 0 0} |1 00 g‘x(q’)zz 0B 00§ & €=0,]. [xy %) = xg
00 0f {010 ¥ A0 0 0 ¢ bryx}=xg
uv.00 0 O
4 1 0 oo 010
""" IRE 001 o
————— Pz s 00 00 0600
00 : N ou E 0 i)A=B=0; ii)A=(l 0),5:0. iii)A:B:(l O)A gs,l’(gl:i) 1000 0 0
« B0 0 0000 0§
000¢E 00
01 0000 01 0
00000 O 00 0
00 0 1 o o] wed=oesleped=pe 000 lep e =ceg lepesl=feg

Dlo o0 00 oflered=—fesigped=re | o o o oo of lErsad=7esleyed=te
000 00 g (€3 e =Xes, ah—g7£0; 000 00 ¢ ar#0
£, 0 E 00O £, 0 & (0 0

0 0 o 0 0 0 0 00
a 0 0 0 a 0 8 0 e 0 0 0
B e O Yy 0 0 0 0 0
92°91° 1 0 0 4 0 0 g I53*91° ) 0 4 0 o 0 954911 @ g 0 0 0
0 A u € O Es le, . e)]=e, 0 A O [} E‘ ¥y 0 0 € O 24
& & & 000 leped =es \E & & o0 HHoooo
e=0,1. [ey €] = €4 e=0,1.
0 0 ¢ 0 00 type 1: 000
« 00 O a 00 O fepe=e, «a 00
0 0 O 0 00 [
9559y 0o 8 0 0 0 O 95691’} 0 g 000 O teped=es 1 o 0 ¢ 0 0 o
0 v B 00 0 v 8 « 0 & leped=es Vg o w vy 0 0
£ & 000 0 £, £ 0 00 0 0 x v 0t O
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et les paramétres sont des réels quelconques.
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b) Considérons maintenant I'’exemple de [1], p. 122, ex. 18: soit le crochet
alterné défini sur I’espace vectoriel g de base (e,), < ;<7 par [e, e}.] =08,
1<i<j<7,i4+j<7, avectouslesal.].q&O.

On peut supposer Oy = 0y, = 0y, = 0 = 1. Alors g\{el} est une algébre
de Lie du type 6 et dans la base (¢, —e,, €;, €5, €., — ;)

4“3 s Cp

0 0 0

0 0 — 0

o, 0 0

adelz

0 —ay 0 0 0 0
0 0 0 0 0 — o,
0 0 0 — 0 0

15

donc g est une algébre de Lie si et seulement si o,
etalors g =g, 00,1000 3VeC b = —ap ol e = ol b# 1.

On aurait pu supposer Oy = O =0 = Q= Oy = 1 au lieu de o, = o), =
=@y, = a,. = 1. Alors g\{e,} est du type 19 donc g est une algébre de Lie si
et seulement si 0y, = 0y O Qo = 0, — 0. Par ailleurs, tous les produits semi-
-directs issus du type 19 sont déja obtenus a partir du type 6, ou d’un produit

direct; aucun n’est stratifié, mais le type 19 est contenu dans I’algébre stratifiée

=0 T, et o =0y,

de dimension 8 suivante:

X, X)=X,,, 2<i<7, X,X]=Xy [XpX]=—X, [X,X]=X

+0 7 8
c) Le série centrale descendante de g(a,b,aa.ﬁ,n.)\,n) a les dimension suivantes:
() c#0, b#0, =1, b#1 (7,5,4,3,2, 1)
(2 c#0,b=1, =1, (7,5,4,3,2)
3) c#0, b=1, §=0, (7,5,4,2, 1)
4) c=1,b=8=0 (7,4,2)
(5) c#0,b=0 =1 (7,4,3,2, )
(6) c=0,b=1,a2B—D#ar+u (7.4,3,1)
(7 c=0,b=1,a’@—1)=ar+p (7.4,2, 1)
(8) c=b=0,a=0 (7,3, 1
9 c=b=0,a=1, =0 (7,4,2)

(10) c=b=0,a#0, B=1 ' (7.4,3,1)



SUR LES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES DE DIMENSION < 7 141

Dans le cas (1), g = g(abca Lo hom) (c+0, b+ 0, 1) ne peut étre isomorphe qu’a
une autre algébre du méme cas g’ —g(a b’ L'\ ) (¢"#0, b +0,1) telle
que b’ = b. On peut alors choisir ¢’ =1, 4 =a'=n"=1" =y =0 et pour iso-
morphisme de g’ — g la matrice:

10 0 0 0 0 0
a—2A
¢ 0 0 0 0 0
2
ac
0§ c? — 0 0 0
b
0 0 0 ¢ 0 0 0
A a a 1
0 0 f(————+—) (xe + &) c? 0 0
2 2 b
A a a
o 0 & 0 cti+ — (F+eac) o 2(—————+—)
2 2 b
a+ A ac?
o 0 £ (nc+£3 ) —_ 0 o3
2 b
avec
a? 3 , aX A2 ac 1—5
gf=———a"—— +— —— +p —
2b 8 4 8 2 2
6 a—»\ 1—b 3 1—b a—A\
£y = ac+—nt:+£((a+>\)——+
2 b ! b 2b
a(A +a)
t]l=—|——— +oac+bu+il)
b 2

Le cas (1) se compose donc d’une infinité d’algébres non-isomorphes gt(Z) =
= g(O,t.l,O.l,0,0,0) (t # 0, 1), qui sont celles de [1].

Les autres cas, sauf (6) et (7) donnent des séries finies. Par exemple, le cas
(2) se raméne a c=1,8=1,b=1, a=a=n=A=p=0 par la matrice ci-
-dessus; dans le cas (5), g = gﬂmO,c‘an’M) (¢ # 0) est isomorphe a g' =

0a=0

, les cas a = 0 et a # 0 n’étant pas isomorphes,
—1a#0

'

= 9w.0,1,0,1,0,0,00 ¢
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et pour a # 0, on peut prendre pour isomorphisme de g’ — g la matrice:

—-— 0 0 0 0 Y
c
aZ
g2 — 0 0 0 0
c
at ac a?
0 o = —a(—— +s;)—— £} 0 0 0
c c C
03
g0 0 -5 0 0 0
a? jaa a’
0 o ~(-+s;) £ -= 0 0
c [4 c
a? , a® a* jax .
¢ 0 ° < % als e
na’ , a? 9, at
0 0 = IH - —+$1+—CE,) 0 =
avec
X Aa
Er=—
! 2c
a a A
El=—— (a+ — 4+ — + —)
c 2c 4c c
a? ax  Aat pa A3 my
M NI R
c? 2 4c 2¢ 4 16c  4c
A
£Z=£f(—2-——a +Ef(aa+c£;‘+a£lz).
Dans le cas (7), on trouve en particulier la série infinie 91(3) teR, t#—1:
(X, X,1=X,, (X, X;]=0+1X, (X, X,} =X, (X, X;1= X
[X25X3]=IX59 [XzaX4]=X7a [X3,X6]=X7
avec g = g & 1 = 1'; et dans le cas (6) la série g ¥
(X, X,1=X,, (X, X,]=tX,, [X,, X =0C—-DX, [X,, X=X,
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[XI,XS]ZX.], [X2,X4]=X65 {X23X6]=X7y [X3,X4]=X7

@) @) ' . - . < ]
avec g,” =g <t = 1—1,i.e.:lasérie est indexée par -2— , + ool .

5.2.4. Dans le cas 15, §(M ) est stratifiée si et seulement sia=1, u#—1,
Y=MXN8=0.Siu#0, G(1,0,7.4,0 St isomorphe 2 91,0000 °Y 9(1.0.0,0-2 suivant
que u>—1ouu<—1, et pour u = 0 on obtient §(1 0,0,0.0)° Il y a donc exacte-
ment 3 algebres stratifiées de dimension 7 contenant le type 15.

52.5. Il y a d’autres types qui donnent des séries infinies. Par exemple, les types
4,17, 20 donnent en particulier
5 . _ _ — -
gt( ) - [X1> Xz] - X3- [X13 X3] —XS’ [XI*X5] - X6’ [Xl’ X6] - X'],
X X=X, X, X I=1X, [X, X,]=(—1DX,
[X33X4]=X7’ [X2>X3]=(’_1)X6 (734733 2~1)
avec g/ =g, &t = t'; le type 4 donne encore
6 . _ _ - -
gt( ) [X. X=X, [Xo X I=X,, [X;, X ) =X,, [X,, X,] =X,
[X,. X;1=(G+ DX [X,, X5l=X, t+#0,—1 (7,4, 1)

avec g\¥ =g 9 o' =— ou — —— e g{® estindexée par }— 1, 0[;

t+1
les types 9 et 7 donnent en particulier

. _ _ -
g,” 1 [X X=X, [X . X =X, [X.X;]=X,+1X,,

(X X=X, [X, X5l =X, [X), X, ]=X,, [X; X,]=X,(7.4,2)
avecgV =g M et' =21
526. Pour 1<j<7, gt(” est I'image par une déformation de paramétre ¢ au
sens [5] d’une algébre gm. La dimension 7 est donc la plus petite dimension
ou par déformations d’une algébre nilpotente il est possible d’obtenir des algébres
2 a 2 non isomorphes. Dans le cas des algébres de Lie résolubles, cela se produit

déja en dimension 3: a part (91)3 et n, les algébres résolubles de dimension 3
sont produits semi-directs IR A ® IR?> o1 A est I'une des matrices:

o kaslo dba=ld)
A= A= A= A€ER
1 A 0 A <

1 1
et ’on a 2 séries de déformations.
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